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基于 Kapteyn 级数展开的低复杂度
大规模 MIMO 信道估计
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摘 要： 为降低大规模 MIMO 信道估计的复杂度， 提出一种基于 Kapteyn 级数展开的信道估计方法。 通过

Taylor 级数把协方差逆矩阵展开， 从而降低信道估计的复杂度。 为提高 Taylor-MMSE 估计的收敛速度， 采用

Kapteyn 级数对协方差矩阵进行展开。 仿真结果表明，Kapteyn-MMSE 估计的均方误差（MSE）收敛速度明显快

于 Taylor-MMSE，不足的是 Kapteyn-MMSE 复杂度略高于 Taylor-MSME，但仍远小于经典 MMSE 算法。
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Abstract： In order to reduce the complexity of the massive MIMO channel estimation， a channel estimation method

based on Kapteyn series expansion was proposed. By using Taylor series to expand the inversion， the complexity was

greatly reduced. In order to improve the Taylor-MMSE estimation of the convergence rate， Kapteyn series was used

to expand covariance matrix. The simulation result shows that the mean square error of Kapteyn-MMSE estimation

converges faster than Taylor-MSME. It is insufficient that the complexity of Kapteyn-MMSE slightly higher than the

complexity of Taylor-MMSE， but still far less than the complexity of classical MMSE algorithm.
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1 引言

多输入多输出（multiple input multiple output，MIMO）技

术通过增加空间复用技术极大地提高了无线通信系统的频

谱利用率［1］，这引发了学术界和工业界对基站装备天线的进

一步研究。由于上下行信道间的互易性，对信道进行训练所

需的代价仅与小区内移动用户数有关， 而与天线的数量无

关［2］。 因此当基站装备天线数趋于无穷大时，不仅不会给整

个通信系统带来更大的开销，相反可以提高系统性能［3］。

在大规模 MIMO 系统中， 能否准确获取信道状态信息

（channel state information，CSI） 是进一步研究大规模 MIMO

系统的一个至关重要的因素。 获取 CSI 的一种典型方法是通

过发射导频信号，从接收信号中估计信道系数［4］。 当信道的统

计特性已知时，可以通过 Bayesian（贝叶斯）MMSE（minimum

mean square error）方法来估计信道系数。 这一过程必然涉

及对信道协方差矩阵的求逆运算，其复杂度是矩阵大小的

3 次方，当基站天线数增加时 ，这增加了矩阵求逆的复杂

度。在传统的 MIMO 系统中，基站装备的天线数少，进行求

逆运算复杂度是可以接受的 ［3］。 然而在研究大规模 MIMO

系统时，基站的天线数很大。 如基站发射天线数设为 100，

基站接收天线数设为 10，导致在利用 Bayesian MMSE 进行

信道估计时，需要对维度为 1 000×1 000 的矩阵求逆，此时

计算复杂度为 O（1 0003）。 本文的目的是通过多项式展开的

方法来求解矩阵的逆，进而降低信道估计的复杂度。

多项式展开 （polynomial expansion，PE）是一个减少高

维矩阵求逆计算复杂度的有效方式。常用的多项式方式展

开有 Taylor（泰勒）级数展开、Neumann（诺伊曼 ）级数展开

等 ［6，7］。多项式展开是通过用一个 L 维的矩阵多项式来近似

矩阵函数，常用在检测或均衡等信号处理领域中。多项式

维度 L 是在计算复杂度与估计性能平衡中选择的。 目前

的研究一般是利用 Taylor 级数进行多项式展开 ， 这能够

很好地降低算法的复杂度 ，但尚未有对算法收敛性的研

究。 本文采用 Kapteyn（卡普坦）级数进行多项式展开，发

现在展开的多项式维度相同时，Kapteyn 级数展开方式可

获得更好的估计性能。

2 信道模型

考虑在基站装备 Nr 根接收天线以及 Nt 根发射天线的

MIMO 信道模型， 为了估计准静态平坦-衰落信道 H∈CNr×Nt

的瞬时信道系数， 把信道矩阵建为瑞利衰落模型：vec（H）～

CN（vec（H），R），其中 ，H为信道均值矩阵 ，信道协方差矩阵

R∈CNtNr×NtNr 是半正定的，用来描述空间通信传播质量。 使

用导频信号来进行信道估计 ［8-11］，即假设发送方发送一个

预定的导频矩阵 P∈CNt×B，其中 B 表示导频序列的长度 ，

满足 B≥Nt
2。

定义接收机接收到的信号 ， 建立

的系统模型如下：

Y=HP+N （1）

其中 ， 噪声干扰 N∈CNr×B 服从循环复高斯白噪声分

布，其模型为 vec（N）～CN（vec（N ），S），N∈CNr×B 为均匀分布噪

声。 S∈CNrB×NrB 为噪声协方差矩阵，在大量文献中也常被称

为导频污染。信道模型中信道协方差矩阵 R 和噪声协方差

矩阵 S 假设是已知的。

利用向量化算子， 将 H、N、Y 分别向量化为 h=vec（H）、

y=vec（Y）、n=vec（N），同时定义导频信号矩阵： ，

其中单位矩阵 I∈CNr×Nr。 将式（1）转化为规范的向量估计

形式：

（2）

如果接收端已知信道和噪声的统计特性 ，也即 R 和

S 在接收端是已知的 ， 利用 Bayesian MMSE 估计 MIMO

信道为：

（3）

其中， 。 下面计算信道估计

的均方误差（mean square error，MSE），同时通过 MSE 来衡

量估计性能：

（4）

从式（4）来看，如果接收机知道信道和噪声的统计特

性，MSE 是完全可以求出来的。不足的是式（4）涉及矩阵的

求逆运算 ，该运算在大规模 MIMO 系统中如果

采用常规的求逆运算，其复杂度很高。 本文的目的是通过

多项式展开来优化矩阵求逆运算，使得在满足估计性能的

前提下，降低计算复杂度。

3 低复杂度 MMSE 信道估计

在利用 Bayesian MMSE 进行信道估计时，离不开对矩

阵进行求逆的操作，而求逆运算需要很高的复杂度，这在

大规模 MIMO 中是不可行的 ［11］。 所以利用几种级数对求逆

矩阵进行多项式展开来降低复杂度。
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3.1 Taylor 级数多项式展开

根据 Taylor 级数定义，知道对于任何 Hermitian（埃尔

米特）矩阵 X∈CN×N，如果矩阵的特征值对于所有 n∈N 都满

足|λn（X）|＜1，有：

（5）

可以用长度为 L 的多项式展开来近似求得矩阵的逆，

通常情况下 L 是远远小于矩阵大小的。 对任意正定矩阵 X

和 0＜α＜2／max（λn（X））都有：

（6）

其中，E 为误差项，当 X→∞ 时，E→0。 可以得到基于

Taylor 级数展开的低复杂度信道估计，定义如下：

（7）

利用 计算得到如下 MSE

计算式：

（8）

其中 ， 。 由于 α 决定多

项式展开的收敛速度，在仿真中选择：

（9）

使得矩阵 的谱半径最小 ［11］，从而获

得更快的收敛速率。

3.2 Kapteyn 级数多项式展开

依据 Kayteyn 级数定义［16］，对于任何正定矩阵 X∈CM×M，

如果矩阵的特征值对于所有 m∈M 都满足 |λm（X）|＜1，有：

（10）

其中， ，将

式（10）写成求和形式以及将 Jn（nX）按照定义展开，得到：

（11）

其中，wn 定义为 ，

。

同理，得到：

（12）

其中，E 为误差项，在 N→∞， K→∞ 时，E→0。然后得到

基于 Kapteyn 级数展开的低复杂度信道估计，定义如下：

（13）

其 中 ， 。 可 以 利 用 MSE =

计算得到如下 MSE 计算式：

（14）

其中， ，为了方便与Taylor

级数展开对比，参数 α 在实际仿真中的取值与 Taylor 级数

展开中相同。

3.3 计算复杂度

在直接利用 MMSE 估计一个线性系统方程时，主要的复

杂度在于对矩阵进行求逆， 其复杂度为

是矩阵的维度。 在传统小规模 MIMO 系统（2×2 的天线配

置）中，其复杂度是很小的。

考虑用 Taylor 级数进行多项式展开时，可以采用递归

算法计算 ［11］，这样只涉及矩阵向量的乘法，如：

（15）

式（15）的计算复杂度为 O（M2），可以看到复杂度从 O（M3）降

到了 O（M2）。因此式（7）总的复杂度为 。 总

之，由于 L＜＜M，相比于 MMSE 算法的 O（M3）复杂度，O（LM2）

复杂度大幅度降低。

在利用 Kapteyn 级数进行多项式展开时 ， 可以得到

式 （12）总的复杂度为 。 同

样的，因为 N＜＜M，K＜＜M，相比于 MMSE 算法复杂度来说，

O（NK2M2）的复杂度同样大幅度降低 。 然而与 Taylor 级数

展开得到的 O（LM2） 复杂度相比，O（NK2M2） 复杂度略有增

加，但 K 与 N 大小相近。 这样做带来的好处是提高估计的
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表 1 3 种信道估计器复杂度对比

信道估计器 计算复杂度

MMSE O（B3Nr
3）

Taylor-MMSE O（LB2Nr
2）

Kapteyn-MMSE O（LK2B2Nr
2）

图 1 在不同场景下 3 种不同估计方法的

MSE 与多项式阶数的关系

收敛速度。

对上面 3 种对信道估计方法计算复杂度进行总结，见

表 1。

4 仿真分析

通 过 仿 真 来 具 体 分 析 Taylor-MMSE 以 及 Kapteyn- 

MMSE 的性能。设 Nr=100，Nt=10，同时注意到信道和干扰的

均值与计算 MSE 是没有关系的， 所以文中采用的是零均

值进行计算的。 于是通过 Kronecker 模型 ［12，13］来描述信道的

协方差系数， 因此 MIMO 信道协方差矩阵为 R=Rt〓Rr，其

中 Rt∈CNt×Nt 为发射端的协方差矩阵，Rr∈CNr×Nr 表示接收端

的协方差矩阵。

由于蜂窝小区间存在导频污染，干扰的协方差矩阵建

模为：

（16）

其中， ∑i 表示小区 i 的信道协方差矩阵。 同样通过

Kronecker（克罗内克积）模型，可以得到 ，

其中，βi 表示小区 i 导频污染程度，当 βi=0 时，说明不存在

导频污染；当 βi=1 时，说明导频污染最严重。

利用参考文献 ［12-14］指数相关模型得到上述的协方

差矩阵，主要考虑两个小区导频污染 i=1，2。 利用下面的参

数可计算出协方差矩阵 Rt、Rr、∑t 和∑r：

（17）

同时定义 SNR= Pt

σ2
，其中 Pt=

1
B

tr（PHP）为导频矩阵的

平均功率。 为了衡量 3 种方法的性能优劣，采用标准 MSE

作为衡量指标，定义为 MSE
tr（R）

。另外，在仿真时，采用的导频

矩阵为 P= PtI√ 。

图 1 描述的是 MSE 与多项式阶数 L 之间的关系。 β=0

表示不存在导频污染，只考虑噪声受限的情况；β=0.1（仿真

中 β1=β2=β）表示 2 个干扰小区的干扰信道强度比实际信道

强度弱 10 dB。 仿真中假设的信道强度为 γ=5 dB。 可以看

出 ， 随 着 多 项 式 阶 数 L 增 加 ，Taylor-MMSE 和

Kapteyn-MMSE 都呈下降趋势， 随着阶数的增加， 越接近

MMSE 估计的 MSE， 同时还可以看到 Kapteyn-MMSE 的下

降速度明显比 Taylor-MMSE 下降速度快， 这说明 Kapteyn

级数展开收敛性比 Taylor 级数展开收敛性好 。 另外对比

β=0，β=0.1 两种情况， 说明导频污染环境的估计性能略差

于无导频污染环境。

图 2 描述的是在固定阶数 L=10 条件下， 不同的估计方

法随着 SNR 的不同，在有无导频污染情况下的性能。 可以看

出，在无导频污染也即 β=0 时，MMSE 算法估计的 MSE 随着

SNR 增加而逐渐趋于 0；然而当 β=0.1 时，MMSE 算法估计的

MSE 随着 SNR 增加会趋于平稳。 然而对于 Taylor-MMSE 和

Kapteyn-MMSE 估计的 MSE 不管是否存在导频污染时，其

MSE 随着 SNR 增加趋于平稳， 同时图 2 表明导频污染对

Taylor-MMSE 估计和 Kapteyn-MMSE 估计影响较小。

5 结束语

大规模 MIMO 技术能够很好地提高无线通信系统的

能量使用效率和频谱效率。 能否快速准确地获取信道状态

信息 CSI 是应用大规模 MIMO 技术的一个关键技术难题。

由于经典的 Bayesian MMSE 进行信道估计对于大规模

MIMO 来说是不适用的，复杂度太高，所以先使用 Taylor 级

数展开多项式来近似求出 MMSE 中的协方差逆矩阵，随着

展开阶数 L 的增加，Taylor-MMSE 估计的 MSE 会逐渐收敛
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王兵（1991-），男，东南大学信息科学与工

程学院硕士生， 主要研究方向为 MIMO 技

术和短距离无线通信。

图 2 在不同场景下 3 种估计方法的 MSE 与 SNR 之间的关系

于 MMSE 估计的 MSE。 为了增加 Taylor-MMSE 的收敛性，

提出了通过 Kapteyn 级数多项式级数进行展开， 可以看出

Kayteyn-MMSE 估计的收敛性要好于 Taylor-MMSE 估计，不

足的是 Kayteyn-MMSE 的复杂度要路高于Taylor-MMSE，但

其复杂度还是远远小于传统的 MMSE 估计。
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